Olimpiai valogatéversenyek feladatai 2020

2020/1. Legyen ABC hegyesszogl haromszog, az A, B és C-bdl induld ma-
gassagok talppontjai legyenek rendre D, E, F'. Legyen ky, és k. a BDF és CDFE
haromszogek beirt kore, ezek érintsék a DF' és DE' szakaszokat rendre az M és

N pontokban. Az M N egyenesnek a ky és k. korokkel vett méasik metszéspontja
rendre P és (). Igazoljuk, hogy M P = NQ.

2020/2. Legyen n > 3 egész ¢és (ay, ag, ..., a,) pozitiv valosak szigorian mo-
noton novs sorozata, melyek osszege 2. Legyen X az {1,2,...,n} olyan részhal-
maza, amelyre |1 =% a;| minimalis. Bizonyitsuk be, hogy létezik pozitiv valo-
sak (b1, b9, ..., b,) szigorian monoton névekedd 2 Gsszegi olyan n elemi sorozata,
amelyre > .y b; = 1.

2020/3. Legyen Z* a pozitiv egészek halmaza, C' pedig adott pozitiv egész.

Hatéarozzuk meg a kovetkez6 tulajdonsdgu f : Z — Z7 fliggvényeket: minden
olyan pozitiv egész a és b esetén, amelyekre a + b > C,

a+ f(b)a® +bf(a).

2020/4. Legyen ag, a1, ag, ... nem feltétleniil kiillonbozo egészek végtelen soro-
zata, melyre 0 < a; < ¢ minden nemnegativ egész ¢ esetén és

() () (F) =2

minden nemnegativ egész k esetén. Bizonyitsuk be, hogy minden nemnegativ
egész N szerepel a sorozatban, azaz van olyan j > 0, amelyre a; = N.

2020/5. Legyen n > 2 pozitiv egész, ay,as, ..., a, valos szamok, Osszegiik 0.
Tekintsiik a kovetkezé halmazt:

H ={(,j)[1<i<j<n,la;—a;[ =1}

Igazoljuk, hogy amennyiben H nem iires halmaz, akkor

Z a;ja; < 0.

(i,j)eH

2020/6. Legyen a pozitiv egész szam. Nevezziik a b pozitiv egész szamot
a-jonak, ha (“g‘) — 1 oszthato (an + 1)-gyel minden olyan pozitiv egész n szamra,
amelyre an > b. Tegyiik fel, hogy b a-j6, de b+ 2 nem a-j6. Igazoljuk, hogy b+ 1

prim.



2020/7. Legyenek x1, xs, ..., z, valos szamok, Osszegiik 0, négyzeteik Osszege
1. Legyen
a = min(xy, o, ..., z,) €és b= max(xy,z9,...,T,).

Igazoljuk, hogy

ab < —1.

n
2020/8. Egész szamok egy S halmazét nevezziik gydkteljesnek, ha béarmely
pozitiv egész n és barmely ag, ay, ..., a, € S esetén az ag+a1x+ ... +a,x" polinom
minden egész gyoke eleme S-nek (az ag, aq, ..., a, szamok nem feltétleniil kiilon-
bozsek, de nem mind nullak). Hatarozzuk meg az Gsszes olyan, egész szamokbol
allo gyokteljes halmazt, amely minden pozitiv egész a és b esetén tartalmazza a

2¢ — 20 szamot.

2020/9. Az ABCDE konvex 6tszogben CD = DE és EDC/ #2- ADBZ.
Tegyiik fel, hogy az 0tszdg bels6 P pontjara AP = AE és BP = BC teljesiil.

Mutassuk meg, hogy P akkor és csak akkor illeszkedik a C'E atlora, ha
T(BCD)+T(ADE) =T(ABD)+T(ABP), ahol T(XY Z) az XY Z haromszog
teriiletét jeloli.



