Olimpiai valogatéversenyek feladatai 2019

2019/1. Egy orszagban 100 repiilétér van. Képzeljiik el, hogy kezdetben nincs
koztiik légiforgalom és két tarsasag felvaltva indithat be jaratokat. Barmely két
varos kozott csak az egyik lizemeltethet jaratot és az mindkét irdnyban kozle-
kedik. A kozlekedési hatosag célja, hogy amennyiben valamilyen ok miatt egy
repiilGteret le kell zarni, akkor is el lehessen jutni, esetleg atszallasokkal, barmely
két masik varosbol egymaéasba. A két légitarsasidg szabadon indithat be felvaltva
1) jaratokat, de amint a cél teljesiil a hatosag leallitja a folyamatot. Az utolso
jaratot vélaszto tarsasag a masiknak egy nagy Osszeget koteles fizetni, ezért ezt
mindkét fél szeretné elkeriilni. Ki fog fizetni, a jaratinditasokat kezdd, vagy a
masodik légitarsasag?

2019/2. Legyen az ABC haromszog beirt korének kozéppontja I, a BC' oldal
felez6pontja D. Az AD silyvonal a haromszog beirt korét E-ben és F-ben metszi.
Mekkora az EIF/, ha AC = AB + AD?

2019/3. Legyen az n pozitiv egész szam 2-nek pontosan a k-adik hatvanyaval
oszthato (vagyis n = 2¥?m, ahol m paratlan). 2-nek pontosan hanyadik hatva-
nyaval oszthato az alabbi Gsszeggel definiélt tort s szamléaloja, ha (s;t) = 17
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2019/4. A pozitiv egész N szamot bdjos-nak nevezziikk, ha N = 1 vagy N
paros sok nem feltétlentil kiilonb6z6 prim szorzata. Pozitiv egész a és b szamok
esetén tekintsiik a P(x) = (x 4+ a)(x + b) polinomot.

(a) Igazoljuk, hogy létezik két kiilonbozs a és b szam, amelyre a P(1), P(2),...,
P(2019) szamok mindegyike béjos.

(b) Mutassuk meg, hogy ha minden pozitiv egész esetén P(n) bajos, akkor
a=>o.

2019/5. Az ABCD hurnégyszog atloinak metszéspontja F, korilirt korének
kozéppontja K. Az AB és CD oldalegyenesek metszéspontja F', a BC és DA
oldalegyenesek metszéspontja G. A BFC és CG D haromszogek koriilirt koreinek
masodik metszéspontja H. Igazoljuk, hogy a K, E és H pontok egy egyenesen
fekszenek.

2019/6. Az 1,0,1,0,1,0,3,5,... sorozat ugy késziil, hogy a hetedik tagtol kezdve
mindegyik tag az el6z6 hat tag Osszegének az utolsd szamjegyével egyenls. Bi-
zonyitsuk be, hogy a 0,1,0,1,0,1 részsorozat egymésuténi hat tagként soha nem
fordul el6 a sorozatban.



2019/7. Az ABCD hurtrapéznak van beirt kore, ez a kor az AC' atlot E és
F pontokban metszi. Az atlon a pontok sorrendje A, E, F' és C. Mekkora lehet
az alabbi kifejezés értéke?

AF - EC
AE - FC

2019/8. 2019 valos szamra fennall, hogy

aq Z a9 Z Z a2019 Z 0, valamint
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Bizonyitsuk be, hogy ai + as + ... + asg19 > Vv 2019.

2019/9. Legyen P(z) nem konstans, egész egyiitthatos polinom. Bizonyitsuk
be, hogy nincs olyan T' : Z — 7Z fliggvény, amelyre azon x egészek szama, melyekre
T"(x) = x éppen P(n), minden n > 1 esetén. ( T™ a T fiiggvény 6nmagéval vett
n-szeres kompoziciojat jeloli, pl T2 (x) = T(T(T(z))).)



