Olimpiai valogatéversenyek feladatai 2018

2018/1. Egy n x k-as téglalapot, n és k péaratlan egészek, kis téglalapokra
osztottunk fel, ezeknek oldalhosszai is egészek. Bizonyitsuk be, hogy a kis tégla-
lapok kozott van olyan, amelynek a nagy téglalap négy oldalatol mért tavolsaga
vagy mind paratlan vagy mind paros.

2018/2. Az ABC hegyesszogl haromszog nem egyenldszari, a koré irt kor
kozéppontja O, magassagpontja M. Az OA egyenes a BM és C'M egyeneseket
rendre P és () pontokban metszi. Igazoljuk, hogy a PQM haromszog koré irt kor
kozéppontja rajta van az ABC haromszog A csicsabol indulo silyvonalan.

2018/3. . Valos szamok ay,as, ... sorozatara igaz, hogy n > 2017 esetén
an, = —max;yj—n(a; + a;). Igazoljuk, hogy a sorozat korlatos. (Azaz létezik olyan
M szam, amire |a,| < M, minden pozitiv egész n-re.)

2018/4. Legyen q egy valos szam. Jakab, akinek egy cédulara tiz kiilonozo
valos szam van felirva, harom sorban valos szamokat ir egy tablara:

e Az els6 sorba felirja az Gsszes a — b alaku szamot, ahol a és b két (nem
feltétleniil kiilonb6z6) szam a cédulajan.

e A masodik sorba felirja az Osszes gab alaka szamot, ahol a és b két (nem
feltétleniil kiillonboz6) szam az els6 sorbol.

e A harmadik sorba felirja az 6sszes a® +b*> — c? — d? alaki szamot, ahol a, b, ¢, d
négy (nem feltétleniil kiilonbo6zd) szam az els6 sorbol. Hatarozzuk meg az 6sszes
olyan q értéket, amire barmilyen szamok &lljanak is Jakab cédulajan, mindig igaz
az, hogy minden szam, ami el6fordul a masodik sorban, el6fordul a harmadik
sorban is.

2018/5. Hatéarozzuk meg az Gsszes olyan n > 2 egész szamot, ami rendelkezik
a kovetkezd tulajdonsaggal: tetszéleges aq,as, ..., a, egészekre, amelyek Osszege
nem oszthaté n-nel, van olyan 1 < ¢ < n index, amire az a;,a; + a;1, ..., a; +
@i+1 + ... + @jpn—1 szamok egyike sem oszthato n-nel. (i > n esetén a; = a;2,.)

2018/6. Legyen az ABCC1BjA; konvex hatszogben AB = BC|, és tegyiik
fel, hogy az AA,, BBy, C'C] szakaszoknak ugyanaz a felez6merdlegese. Legyen
az ACY és A;C atlok metszéspontja D, és jeloljiik az ABC kort w-val. Legyen
w-nak az A1 BC korrel valé masik metszéspontja EF # B. Bizonyitsuk be, hogy
a BB; és DE egyenesek w-n metszik egymaést.

2018/7. Legyen n pozitiv egész szam. Nevezziink kaméleonnak minden olyan,
3n betibsl allo sorozatot, amelyben az a, b, ¢ betiik mindegyike pontosan n-szer



fordul el6. Nevezziik cserének egy kaméleon két szomszédos betijének a felcse-
rélését. Bizonyitsuk be, hogy minden X kaméleonhoz létezik olyan Y kaméleon,
hogy Y-t nem lehet X-bdl kiindulva 3n*/2-nél kevesebb cserével megkapni.

2018/8. Az ABC héaromszogben legyen w az A csicesal szemkozti hozzéirt
kor. A BC,C A, AB egyeneseknek az w korrel vett érintési pontjai legyenek rendre
D, E,F. Messe a BC egyenes az AEF kort a P és () pontokban. Legyen M az
AD szakasz felez6pontja. Bizonyitsuk be, hogy az M P(Q) kor érinti w-t.

2018/9. Hatéarozzuk meg az Gsszes olyan, primszamokbol allo (p, q) part (p >
q), amire
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egész szam.



