Olimpiai valogatéversenyek feladatai 2017

2017 /1. Hatéarozzuk meg azon n pozitiv egészeket, amelyeknek Gsszes pozitiv
osztoja elrendezhets egy téglalap alaku tablazatban tgy, hogy

(i) a tablazat minden mezgjébe kiilonbo6z6 oszto keriil;

(ii) minden sorban ugyanannyi a szamok Osszege;

(iii) minden oszlopban ugyanannyi a szamok Gsszege.

2017/2. A pozitiv egész k szam jegyeinek Osszege legyen S(k). Hatérozzuk
meg az 0sszes olyan egész egytitthatos P(x) polinomot, amelyre minden n > 2017
esetén P(n) > 0 ¢és S(P(n)) = P(S(n)).

2017/3. Az ABC haromszogben AB = AC # BC, jelolje a beirt kor kézép-
pontjat I. A BI egyenes AC-t D-ben metszi. A D-n adthaladé AC-re meréleges
egyenes Al-t E-ben metszi. Igazoljuk, hogy I tiikkorképe az AC' egyenesre rajta
van a BDFE haromszog koré irt koron.

2017 /4. Hatéarozzuk meg azt a legkisebb valos C' konstanst, amire teljesiil az,
hogy tetsz6leges aq, as, as, as, as (nem feltétlentl killonb6z6) pozitiv valos szamok
esetén talalhatok paronként kiillonbozé i, 7, k, [ szamok, amelyekkel

a; ag

a; ay

<C

teljesiil.

2017/5. Legyen I a nem-egyenlszaria ABC' héromszog beirt korének a ko-
zéppontja, I4 az A-val szemkozti oldal hozzairt korének a kézéppontja, Iy Iy
tiikorképe a BC' egyenesre, {4 pedig az Al'y egyenes tiikorképe az Al egyenesre.
Hasonloan definidljuk az Ip, I pontokat és az {p egyenest. Legyen (4 és (p
metszéspontja P. Bizonyitsuk be, hogy P az OI egyenesen fekszik, ahol O jeloli
az ABC' haromszog koriilirt korének a kdzéppontjat.

2017/6. Legyen n pozitiv egész szam. Hatarozzuk meg a legkisebb pozitiv
egész k szamot, amire teljesiil a kovetkezs: meg lehet jelolni egy 2n x 2n -es
tablazat k mez6jét ugy, hogy pontosan egytéleképpen lehet a tablazatot 1 x 2
-es és 2 X 1 -es dominokkal (hézagmentesen és atfedés nélkiil) lefedni agy, hogy
egyetlen dominé se tartalmazzon két megjelolt mezét.

2017/7. Legyen n egy 6-hoz relativ prim pozitiv egész szam. Egy szabalyos
n-szog cstcsait harom szinnel szinezziik tgy, hogy mindegyik szintd cstcsbol pa-
ratlan sok van. Bizonyitsuk be, hogy a cstcsokbol alkotott haromszogek kozott
van olyan, amelyik egyenlGszara és a harom csicsa harom kiilonb6z6 szinnel van
szinezve.



2017/8. (a) Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n szamhoz van olyan
7 tort, amelyikre a és b olyan egész szamok, melyekre teljesiil 0 < b < Vn+1és
Vn<§<vn+L

(b) Bizonyitsuk be, hogy létezik végtelen sok pozitiv egész n szém, amihez nincs
olyan 7 tort, amelyikre a és b olyan egész szamok, melyekre teljesiil 0 < b < Vn
és v/n < § < vn+ L

2017/9. Jelolje N a pozitiv egész szdmok halmazat. Hatérozzuk meg az 6sszes
olyan f : N — N fiiggvényt, amire teljesiil az, hogy minden m, n pozitiv egészre
f(m) + f(n) — mn nem-nulla és osztoja (mf(m) +nf(n)) -nek.



