Olimpiai valogatéversenyek feladatai 2014

2014/1. Az f fliggvény értelmezési tartomanya a pozitiv egészek halmaza,
a fliggvény minden értéke is pozitiv egész. Hatarozzuk meg az Osszes olyan f
fiiggvényt, amelyre minden pozitiv egész m és n esetén teljesiil a kévetkezd oszt-
hatosag:
m? 4+ f(n)|mf(m) +n.

2014/2. Az ABC héaromszogben AC' > AB. Legyen P és ) az AC egyenes
két kiilonbozé pontja, melyekre ABP/ = QBAZ = ACB/Z és A a PC szakasz

belsé pontja. Tegyiik fel, hogy a B(Q szakaszon létezik olyan D belsé pont, amelyre

PD = PB. Az A-bél indulo AD félegyenes az ABC koré irt kort az A-tol
kiilonb6z6 R pontban metszi. Igazoljuk, hogy QB = QR.

2014/3. Legyen n pozitiv egész, legyen tovabba pozitiv egészek egy n tagu
sorozata aq,as, ...,a,. Ezt a sorozatot periodikusan végtelenné tessziik, minden
pozitiv egész i-re legyen a,.; = a;. Ha

ap<a<..<a,<ap+n & a, <n+i—1 (1=12..,n),
akkor bizonyitsuk be, hogy

a1+a2+...+an§n2.

2014 /4. Igazoljuk, hogy 2000 kiilonb6z6 valos szam koziil kivalaszthato két
par a > b és ¢ > d ugy, hogy a # ¢ vagy b # d, tovabba

a—>b 1

—1 :
c—d 100000

<

2014 /5. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok pozitiv egész n szam létezik, amely-
re n*+n?+1 legnagyobb primosztéja megegyezik (n+1)*+(n-+1)%+1 legnagyobb
primosztojaval.

2014/6. Az ABCDEF konvex hatszogben
FAB/ -CDE/=BCD/ - FEFAZ=DEF/— ABCZ/

és AB=DFE, BC = FEF, CD = FA. Mutassuk meg, hogy az AD, BE és CF
atlok egy ponton mennek at.



