Olimpiai valogatéversenyek feladatai 2010

2010/1. Definialunk egy sorozatot, legyen ag = 0. Ha n legnagyobb péaratlan
osztojanak 4-es maradéka 1, akkor a, = a,_1 + 1, ha a maradék 3, akkor a, =
a,_1 — 1. A sorozat els6 néhany eleme : 0,1,2,1,2,3,...

Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész végtelen sokszor szerepel a sorozat-
ban.

2010/2. A k koron kiviil elhelyezkedd A pontbol két szel6t huztunk a kérhoz,
egyik k-t B és C, a masik D és F pontokban metszi, AD < AE. Parhuzamost
hizunk AC-vel D-n &at, ez k-t F-ben metszi. Legyen AF és k metszéspontja G,
az EG és AC egyenesek metszéspontja M. Igazoljuk az alabbi Osszefiiggést:

L_ 11
AM ~ AB " AC”

2010/3. A P(z) valos egyiitthatos polinomra létezik végtelen sok egészekbdl
allo (m;n) par, amelyekre P(m) + P(n) = 0. Igazoljuk, hogy a polinom &ltal
meghatarozott y = P(x) fiiggvény grafikonja kézéppontosan szimmetrikus.

2010/4. Keressiikk meg a legnagyobb valos m értéket, amelyre az alabbi
egyenletrendszer tetszbleges x,y, z, u pozitiv egész megoldédsa esetén m < x/y,
ha x > y:

r+y=z+u ¢és 2xy=zu.

2010/5. Hatarozzuk meg azon pozitiv egész n szamokat, amelyekre az S =
{1,2,...,n} halmaz elemei szinezhetSk pirosra vagy kékre tgy, hogy az S x S x S
halmaz éppen 2007 olyan (z;y; z) rendezett harmast tartalmaz, amelyre x, y, z
azonos szintek és n|z +y + 2.

2010/6. Az ABCD érinténégyszog A csticsan atmend e egyenes a BC' sza-
kaszt az M, a C'D egyenest az N pontban metszi. Legyen az ABM, MNC' és
N D A haromszog beirt korének kézéppontja rendre Iy, I, I3. Igazoljuk, hogy az
I 1,13 haromszog magassagpontja az e egyenesen van.



