Olimpiai valogatéversenyek feladatai 2009

2009/1. A derékszogl koordinatarendszerben nevezziik doboznak az olyan
téglalapokat, amelyeknek oldalai a tengelyekkel parhuzamosak. Ha két doboznak
van kozos bels6, vagy hatarpontja, akkor ket metszéknek nevezziik. Legteljebb
mekkora lehet n, ha megadhato n doboz By, Bo, ..., B, ugy, hogy B; és B; akkor
és csak akkor metszck, ha n nem osztja sem ¢ — (j + 1)-et, sem ¢ — (j — 1)-et?

2009/2. Az ABC haromszog beirt kore az AB és AC oldalakat rendre a D és
E pontokban érinti. A beirt kornek és az AE B haromszog koré irt kornek E-t6l
kiilonboz6 kézos pontja legyen F', a D pont merdleges vetiilete az £/ B egyenesen

G. Igazoljuk, hogy 2ABE/ = BFG/ .
2009/3. Igazoljuk, hogy a

Co) C0) ) 0

szamok csupa kiilonb6z6, paratlan maradékot adnak 2" -nel osztva.

2009 /4. Hatarozzuk meg minden pozitiv egész n esetén az {1,2, ..., n} halmaz
elemeinek azon (aq, as, ..., a,) permutacidinak szamat, amelyekre 2(a; +as+ ... +
a) oszthatod k-val minden k = 1,2, ..., n esetén.

2009/5. Az ABCD konvex négyszog belsejében adottak a P és @ pontok
ugy, hogy PQDA és QP BC hurnégyszogek. Tegyiik fel, hogy a P(Q) szakasznak
egy E pontjéra teljesiil, hogy PAE/ = QDFE/ és PBE/ = QCE/ . Mutassuk
meg, hogy ABC'D hturnégyszog.

2009/6. A P(x) = az®+ ba® + cx + d harmadfokt polinom egyiitthat6i egész
szamok, a # 0. Tegyiik fel, hogy végtelen sok x,y egész szamparra teljesiil, hogy
xP(x) = yP(y), ahol x # y. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan k egész, amelyre
P(k)=0.



