Olimpiai valogatéversenyek feladatai 2008

2008/1. Legyen n adott pozitiv egész. A pozitiv egészeket ki szeretnénk
szinezni 2 szinnel, pirossal és kékkel gy, hogy teljesiiljon a kévetkezd két feltétel:
(1) mindkét szin végtelen sokszor szerepel, (ii) barmely n kiillonb6z6 piros szam
Osszege piros és barmely n kiilonboz6 kék osszege kék. Van-e ilyen szinezés, ha
(a) n =2007; (b) n = 20087

2008/2. Tekintsiik azon f : NT — N7 fiiggvényeket, amelyekre minden
m,n € NT esetén teljesiil:

flm+mn) = f(m)+ f(f(n)) = 1.

Hatarozzuk meg f(2007) lehetséges értékeit. ( Nt a pozitiv egészek halmazat
jeloli.)
2008/3. Legyen az ABC haromszog beirt korének BC-n 1évé érintési pontja

D. Igazoljuk, hogy az AD-re D-ben allitott mer6legesnek a B, illetve C' cstcsnal
16v6 bels6 szogtelez6 kozti szakaszat D felezi.

2008/4. Legyenek b és n 1-nél nagyobb egészek. Tegyiik fel, hogy minden
k > 1 egész esetén van olyan aj egész, amelyre b — aj oszthato k-val. Igazoljuk,
hogy b = A" | ahol A egész.

2008/5. Az ABCD trapéz atloinak metszéspontja P. A BC' és AD péarhuza-
mos egyenesek kozti () pontra AQD/ = CQBZ, a C'D egyenes elvalasztja P-t
és Q-t. Bizonyitsuk be, hogy BQP/ = DAQ /.

2008/6. Legyen ¢ > 2. Az a(1),a(2), ... nemnegativ valos szamok sorozatérol
két dolgot tudunk:
(i) a(m 4+ n) < 2a(m) + 2a(n) minden pozitiv egész m, n esetén;

(i) a(2F) < - minden nemnegativ egész k esetén. Bizonyitsuk be, hogy

(k+1)

az a(n) sorozat korlatos.



