Olimpiai valogatéversenyek feladatai 2007

2007/1. Az ABCD trapézban AB||CD, AB > CD. Legyenek K és L rendre
az AB és CD szakaszokon tgy, hogy AK : KB = DL : LC. A KL szakasz P
és () pontjara teljesiil, hogy APB/ = BCD/ és CQD/ = ABC/Z. Bizonyitsuk
be, hogy PQBC hurnégyszog.

2007/2. A P, P,...P, szabalyos n sz0g oldalaira és atloira rairunk egy-egy
pozitiv egész szamot, ezek koziil a legnagyobb legyen r. A szdmozas sordn az 1,
2, ..., r szamok mindegyikét legalabb egyszer felhasznaltuk. Barmely P, P;P; hé-
romszog oldalai koziil kettén ugyanaz a szdm all, a harmadikon pedig egy kisebb.
Hatarozzuk meg r legkisebb és legnagyobb lehetséges értékét.

2007 /3. Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész n szdm van, amire
2" + 3" oszthato n? -tel.

2007 /4. Valos szamok egy ag, a1, ag, ... sorozatéit a kovetkezképpen definial-
juk:
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Igazoljuk, hogy a,, > 0, han > 1.
2007/5. Az ABC haromszogben

ACBZ < BACZ < 90°.

Az AC oldalon van D pont, amelyre BD = BA. Az ABC haromszogbe irt
kor az AB és AC oldalakat rendre K és L pontokban érinti. Legyen a BC'D
haromszogbe irt kor kozéppontja J. Igazoljuk, hogy a K L egyenes athalad az AJ
szakasz felezGpontjan.

2007/6. Adott n pont a sikban, semelyik harom nincs egy egyenesen, jeldlje
ezt a halmazt S. Legyen P olyan konvex sokszog, melynek minden csticsa S beli
pont, a(P) jelolje P cstucsainak szamat, b(P) jelolje az S halmazbol P-n kiviil es6
pontok szamat. Bizonyitsuk be, hogy minden valos x esetén

Zx (1—2x) P)zl,

ahol az Osszeg végigtut az Osszes lehetséges P-n. A szakaszt, a pontot és az iires
halmazt is konvex sokszdgnek tekintjiik, rendre 2, 1, 0 csticcsal.



