Olimpiai valogatéversenyek feladatai 2006

2006/1. Legyen H = {1,2,3,...,100}. A H halmaz egy részhalmazat Gssze-
fiiggének nevezziik, ha csak egyetlen szamot, vagy néhany szomszédos szamot
tartalmaz. Hatarozzuk meg a legnagyobb k egész szamot, amelyre megadhato
H—nak k részhalmaza tgy, hogy koziiliik barmely két kiilonbozének a metszete
Osszefiiggd.

2006/2. Az ABC haromszogben AB + BC' = 3AC. A beirt kor az AB és
BC' oldalakat rendre D és E pontokban érinti, a beirt kor kozéppontja I. D-t
és F-t az I pontra tiikrozve a G és H pontokat kapjuk. Igazoljuk, hogy ACGH
hturnégyszog.

2006/3. Jelolje R a valos szamok halmazat. Hatarozzuk
meg az Osszes olyan f : R — R fiiggvényt, amelyre

(1) flz+y)+ f(2)fly) = flzy) + 22y + 1

teljesiil R minden x,y elemére.

2006 /4. Hatérozzuk meg az x és y valos szamokat, ha = > 1, y > 1, tovabba
A ¢és B nem szomszédos egész szamok, ahol A = x—1+y—1¢é B =
ve+1+y+ 1L

2006/5. Az ABCD paralelogramma A cstcsabol indulé f félegyenes a B-bol
indulé BC' és a D-bdl indulé DC' félegyeneseket rendre az X és Y pontokban
metszi. Az ABX és ADY héaromszogek BX és DY oldalaihoz hozzéairt korok
kozéppontjai rendre K és L. Igazoljuk, hogy a KCL/ nem fiigg f valasztasatol.

2006/6. Hatérozzuk meg mindazon n > 1 egészeket, amelyekre egyértelmien
létezik olyan a egész, amelyre 0 < a < n! és n! osztdja (a” + 1)-nek.



