Olimpiai valogatéversenyek feladatai 2004

2004 /1. Egy hobortos zoldséges csak haromfajta gyiimolesot arul, almat, kor-
tét és narancsot. Egyszerre csak egyetlen szem gylimolesot vehetiink, de hajlando
egy vasarlot napjaban tobb alkalommal is kiszolgalni. Az arak is furcsék: egy
alma éppen annyi tallér, ahany korte van még a boltban. Egy korte kétszer annyi
tallér, mint ahany narancs van a boltban. Egy narancs éppen haromszor annyi
tallér, mint ahany alma van a boltban.

Furfangos Frigyes egy reggel kifigyelte, hogy a boltban az almék, korték és
narancsok szama éppen a=6, k=7, n=3. Szeretné megvésarolni mind a 16 da-
rabot. Legkevesebb hény tallérra van sziiksége Frigyesnek és milyen sorrendben
vasarolja meg a gytimolesoket? (Feltételezziik, hogy aznap mas vasarlo nem volt. )
Hatarozzuk meg a sziikséges Osszeget altaldban is a, k, n fiiggvényében!

2004/2. Az ABC héaromszogben AC' = BC, a beirt kor kozéppontja K.
Legyen P az AK B haromszog koré irt kor olyan pontja, mely az ABC haromszog
belsejében van. Péarhuzamosakat huzunk P-n 4t az AC és BC szarakkal. Ezek
AB-t rendre a D és E pontokban metszik. Parhuzamost hizunk P-n at AB-vel
is, ez AC-t és BC-t rendre az F' és G' pontokban metszi. Igazoljuk, hogy a DF
és EG egyenesek metszéspontja az ABC' koré irt koron van.

2004 /3. Egy pozitiv egész szamot kozvetleniil egymés utan kétszer leirva dupla
szamot kapunk. (Pl. dupla szam a 357357, amit a 357-bdl kaptunk.) Bizonyitsuk
be, hogy a négyzetszamok kozott végtelen sok dupla szam van.

2004/4. Az 1, 2, ..., N szamok mindegyike piros vagy zold. Egyszerre ha-
rom szam szinét megvaltoztathatjuk, ha szamtani sorozatot alkotnak. Mely N-re
érhet6 el barmilyen szinezésrél indulva, hogy minden szam piros legyen?

2004 /5. Az ABCD konvex négyszog megfelels cstcsainal meghuztuk a kiilss
szogfelezGket, ezek a, b, ¢, d. Metszéspontjaik aNb= K, bNec=L, cNd= M,
dNa = N. Tudjuk, hogy a K-bol AB-re, L-b6l BC-re, M-bsl C'D-re bocsatott
merdlegesek egy ponton mennek at. Bizonyitsuk be, hogy ABC' D htrnégyszog.

2004/6. Az a, b, ¢ valos szamokat ugy valasztottuk, hogy pontosan egy olyan

négyzet van, melynek minden csticsa rajta van az f(x) = 23 + ax® + bz + ¢
fiigevény grafikonjan. Igazoljuk, hogy a négyzet oldala v/72.



