Olimpiai valogatéversenyek feladatai 2015
2015/1. Legyen n > 2 egész és tekintsiik az alabbi A,, halmazt
A, =1{2"-2Mk€Z,0<k<n}.

Hatarozzuk meg a legnagyobb pozitiv egész szamot, amely nem irhato fel egy
vagy tobb (nem feltétleniil kiilonb6z6) A,-beli elem Gsszegeként.

2015/2. Az ABC haromszog BC, C A és AB oldalainak belsé pontjai rendre
K, L és M tugy, hogy az AK, BL és CM szakaszok egy ponton mennek &t.
Igazoljuk, hogy az ALM, BM K, C'K L héromszogek koziil kivalaszthato kettd,
amelyekbe befrt korok sugarainak osszege legalabb akkora, mint az ABC' beirt
korének sugara.

2015/3. Legyen a valos szamok xy, oo, ..., T,, sorozatédnak csicsa
maX1§i§n|I1 + ...+ .IZ‘

Adott n valés szam. Alajos és Otto szeretnék olyan sorrendbe allitani Gket,
hogy a sorozat cstcsa minél kisebb legyen. Alajos, az alapos, végignézi az Osszes
lehetGséget és megtalalja a legkisebb A cstucsot add sorozatot. Ottd, a moho,
kivalasztja z1-et tgy, hogy |r1| a lehetd legkisebb legyen, majd kivalasztja xo -t
a megmaradt szdmok koziil ugy, hogy |z + xo| a lehets legkisebb legyen és igy
tovabb. Tehat az ¢-dik lépésben kivalasztja x;-t a megmaradt szamok koziil agy,
hogy |x1+ x2+ ...+ x;| a lehets legkisebb legyen. Minden lépésben, ha tobb szam
is ugyanazt az értéket adja, Otté véletlenszerten valaszt kozilik. Az igy kapott
sorozat cstcsa M. Hatarozzuk meg a legkisebb olyan ¢ allandot, amelyre teljesiil,
hogy minden n-re és tetszélegesen vélasztott n valds szamra M < cA.

2015/4. Az ABC héaromszog AB és AC oldalaira kifele megrajzoltuk az ABD
és ACE egyenlGszara haromszogeket, ahol DA = DB és EA = EC. Legyen a
BC egyenesnek A-val dtellenes oldalén az F' pont olyan, amelyre

2FBC/. =AECZ & 2FCB/Z=ADBZ.

Legyen tovabba F' mer6leges vetiilete BC-n T'. Igazoljuk, hogy AF és DFE me-

rélegesek, tovabba
AF  2FT

DE  BC




2015/5. 2. Van 2m darab papirunk, mindegyikre az 1 szamot irtuk. Ezutén
a kovetkezd modositast végezziik: valasztunk két papirt, legyenek ezeken az a és
b szamok. Mindkettsrdl letoroljiik a rajtuk levs szamokat és helyettiik felirjuk

2m—1

mindkettére az a + b szamot. Igazoljuk, hogy m ilyen modositas utdn a

papirokon &ll6 szdmok oOsszege legalabb 4m.

2015/6. Legyen n > 1 rogzitett egész szam. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi
sorozat tagjai kozott végtelen sok paratlan szdm van:

nk
aj = [?] (k = 1, 2,3, )



